
专题二  基本初等函数

一、复习目标
1． 指数与对数的运算性质，指数与对数的互化思想；

2． 幂函数、指数函数、对数函数、二次函数等基本初等函数与有关复合函数的图象与性质.
二、问题与策略

【问题1】指数与对数运算以及互化问题解决策略有哪些？

试题1  设loga eq \f(1,3)＜2，则实数a的取值范围为          ．

解答：(0，eq \f(,3)
)∪(1，＋∞) ．
【策略1】对数的运算依据运算性质，也可借对数函数依据单调性求解．
试题2  函数
[image: image1.wmf]2

yx

=

与函数
[image: image2.wmf](0,1)

x

yaaa

=>¹

图象有三个不同的交点，则实数a的取值范围为        ．

解答：由图象可知两函数在
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上有一个交点，则方程
[image: image4.wmf]2

x

xa

=

在
[image: image5.wmf](0,)

+¥

上有两个不同的根，对方程两边同时取对数得到
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可作出函数图象，得到
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【策略2】指数与对数运算互为逆运算，运算需要降级时化指数为对数，反之化对数为指数.
练习  已知函数f(x)＝ax＋logax(a＞0，且a≠1)在[1，2]上的最大值与最小值之和为loga2＋6，则a的值为__________．
解答：由题可知函数f(x)＝ax＋logax在[1，2]上是单调函数，所以其最大值与最小值之和为f(1)＋f(2)＝a＋loga1＋a2＋loga2＝loga2＋6，整理可得a2＋a－6＝0，解得a＝2或a＝－3(舍去)，故a＝2．

【问题2】基本初等函数的图象与性质问题的常用解决策略有哪些？

试题1  已知f(x)＝3x，并且f(a＋2)＝18，g(x)＝3ax－4x的定义域为[－1，1]．

（1）求函数g(x)的解析式；

（2）判断g(x)的单调性；

（3）若方程g(x)－m＝0有解，求m的取值范围．

解答：①f(a＋2)＝18，得到3a＋2＝18，∴3a＝2，∴g(x)＝2x－4x，x∈[－1，1]

      ②令t＝2x， EQ \F(1,2)≤t≤2，则y＝t－t EQ \s\up4(2)，∴g(x)在[－1，1]上单调递减；

③方程g(x)－m＝0有解，则 eq \b\lc\{(\a\al(y＝g(x)，,y＝m))有交点

∴ EQ \F(1,2)≤t≤2，则y＝t－t EQ \s\up4(2)的范围是[－2， eq \f(1,4)]，所以m∈[－2， eq \f(1,4)]．
【策略1】指数方程求解时将对应函数的内函数看成整体求解；复合函数的单调性遵从“同增异减”的判断原则；方程有解问题可分离变量转化为函数值域问题，也可数形结合转化为函数图象公共点问题，如果方程本身可以求解，不妨直接求解．在此过程中须注意指数函数本身的有界性．
试题2  已知a∈R，函数f(x)＝log2( EQ \F(1,x)＋a)．

（1）当a＝5时，解不等式f(x)＞0；

（2）若关于x的方程f(x)－log2[(a－4)x＋2a－5]＝0的解集中恰好有一个元素，求
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（3）设a＞0
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解答：（1）由
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（2）
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当
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当
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当
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于是满足题意的
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综上，
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的取值范围为
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（3）当
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所以
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函数
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即
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因为
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故
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【策略2】对数函数与其他函数的复合函数的性质，与指数型复合函数研究方法类似，须注意真数为正数的限制，同时在性质探讨的过程中须熟练应用对数的运算性质．
试题3  已知函数
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（1）若函数
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的取值范围；

（2）若函数
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解答: （1）若函数
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（2） 当
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综上所述得
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【策略3】函数定义域即为解不等式，故已知定义域即已知不等式解集；由于复合函数外函数的限制，所以当函数值域为
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时，只要使内函数能取得一切非负实数即可.若函数值域为
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练习  已知集合
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是满足下列性质的函数
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(1)函数
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(2)设函数
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(3)设函数
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解答： (1)若
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 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]M

Î

，在定义域内存在
[image: image94.wmf]0

x

，则
[image: image95.wmf]0

1

1

1

1

1

0

2

0

0

0

=

+

+

Þ

+

=

+

x

x

x

x

，
∵方程
[image: image96.wmf]0

1

0

2

0

=

+

+

x

x

无解，∴
[image: image97.wmf](

)

x

x

f

1

=



 EMBED Equation.3  [image: image98.wmf]M
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【问题3】基本初等函数的综合应用问题的常用解决策略有哪些？

试题1  已知函数g(x)＝ax2－2ax－1(a≠0)的值域为[－2，＋∞)，设函数f(x)＝eq \f(g（x）,x)＋2.
(1) 判断函数f(x)的奇偶性；
(2) 令h(x)＝f(|2x－1|)＋t·(eq \f(4,|2x－1|)－3)－2，当eq \f(1,4)<t<2时，求函数h(x)的零点个数．
解答：
(1) 因为g(x)＝ax2－2ax－1的值域为[－2，＋∞)，

所以由题意得eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(a>0，,－a－1＝－2，))所以a＝1，　
所以g(x)＝x2－2x－1，f(x)＝x－eq \f(1,x)，

f(x)的定义域为{x|x∈R，x≠0}，f(－x)＝－x＋eq \f(1,x)＝－(x－eq \f(1,x))＝－f(x)，

所以f(x)是奇函数．　
(2) 令h(x)＝f(|2x－1|)＋t·(eq \f(4,\b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(2x－1)))－3)－2＝0，

即eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(2x－1))－eq \f(1,\b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(2x－1)))＋eq \f(4t,\b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(2x－1)))－3t－2＝0.
令u＝eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(2x－1))>0，则u2－(3t＋2)u＋4t－1＝0.　(*)
记φ(u)＝u2－(3t＋2)u＋4t－1，

因为eq \f(1,4)<t<2，所以对称轴x＝eq \f(3t＋2,2)>1.
因为eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(φ（0）＝4t－1>0，,φ（1）＝t－2<0，)) 
所以方程(*)的根为u1，u2，有0<u1<1≤u2.　
因为u＝eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(2x－1))，所以原方程有三个相异实根，

即当eq \f(1,4)<t<2时，函数h(x)有三个零点．　
【策略1】方程的根与函数的零点问题可以互相转化，复合函数的零点问题须分清
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利用基本不等式可得当且仅当[image: image157.wmf]2
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【策略2】两个变量之间的方程有时可以转化为函数关系，反之函数的表达式也可以理解成方程，如求函数
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的值域，可以化成方程
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有解．同理，两个变量之间的不等式有时也可以与函数、不等式问题互相转化．
试题3  设函数f(x)＝x|x－a|－x.
(1) 若a＝3时，求函数f(x)的单调区间；
(2) 若a≤0，对于任意的x∈[0，t]，不等式－1≤f(x)≤6恒成立，求实数t的最大值及此时a的值．
解答：(1) 当a＝3时，

f(x)＝eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(－x2＋2x＝－（x－1）2＋1，x<3，,x2－4x＝（x－2）2－4，x≥3，))
函数f(x)的单调增区间为(－∞，1)，(3，＋∞)，单调减区间为(1，3)．
(2) f(x)＝eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(－x2＋（a－1）x，x<a，,x2－（a＋1）x，x≥a，))
① 当a≤－1时，a≤eq \f(a－1,2)<eq \f(a＋1,2)≤0，f(x)在[0，t]上单调递增，fmin(x)＝f(0)＝0，

fmax(x)＝f(t)＝t2－(a＋1)t，由题意得fmax(x)≤6，

即t2－(a＋1)t≤6，

解得0≤t≤eq \f(（a＋1）＋\r(（a＋1）2＋24),2).
令m＝－(a＋1)≥0，h(m)＝eq \f(\r(m2＋24)－m,2)＝eq \f(12,\r(m2＋24)＋m)在[0，＋∞)上单调递减，

所以hmax(x)＝h(0)＝eq \r(6)，即当a＝－1时，tmax＝eq \r(6).
② 当－1<a≤0时，eq \f(a－1,2)<a≤0<eq \f(a＋1,2)，f(x)在[0，eq \f(a＋1,2)]上单调递减，在[eq \f(a＋1,2)，＋∞)上单调递增，fmin(x)＝f(eq \f(a＋1,2))＝－eq \f(（a＋1）2,4)∈[－eq \f(1,4)，0)，

满足fmin(x)≥－1，fmax(x)＝f(t)＝t2－(a＋1)t，

由题意得fmax(x)≤6，即t2－(a＋1)t≤6，

解得0≤t≤eq \f(（a＋1）＋\r(（a＋1）2＋24),2)，

令m＝a＋1>0，h(m)＝eq \f(m＋\r(m2＋24),2)在(0，1]上单调递增，所以hmax(m)＝h(1)＝3，

即当a＝0时，tmax＝3.
综上所述，tmax＝3，此时a＝0.
【策略3】函数与不等式的综合问题，可借助函数性质化简不等式，不等式的恒成立问题又可以分离参数转化为新函数的最值问题．
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专题：函数与导数篇
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