专题二  求曲线（轨迹）方程、及轨迹思想的应用

一、复习目标
提炼解几中求曲线（轨迹）方程的常用求解思想与策略；

提炼解几中隐圆问题的常用求解思想与策略；
提炼解几中轨迹思想的应用策略.
二、问题与策略

【问题1】解几中，求解曲线（轨迹）方程问题的常用思想与策略有哪些？

试题1已知
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的顶点A，B的坐标分别为（-4，0），（4，0），C 为动点，且满足
[image: image2.wmf],

sin

4

5

sin

sin

C

A

B

=

+

求点C的轨迹。

【解析】由
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，满足椭圆的定义。令椭圆方程为
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，图形为椭圆（不含左，右顶点）。
【策略1】定义法：如果动点P的运动规律合乎我们已知的某种曲线（如圆、椭圆、双曲线、抛物线）的定义，则可先设出轨迹方程，再根据已知条件，待定方程中的常数，即可得到轨迹方程。 
试题2 已知平面上两定点
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【解析】设
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 整理，得 
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为抛物线，其方程为
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【策略2】直接法：如果动点P的运动规律是否合乎我们熟知的某些曲线的定义难以判断，但点P满足的等量关系易于建立，则可以先表示出点P所满足的几何上的等量关系，再用点P的坐标（x，y）表示该等量关系式，即可得到轨迹方程。
试题3 过抛物线
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的轨迹方程.
【解析】设
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由中点坐标公式，得
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的轨迹方程.
【策略3】参数法：寻求引发动点P运动的某个几何量t，以此量作为参变数，分别建立P点坐标x，y与该参数t的函数关系x＝f（t），y＝g（t），进而通过消参化为轨迹的普通方程F（x，y）＝0。
试题4如图，从双曲线
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，求线段
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的中点
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的轨迹方程.
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【解析】设
[image: image57.wmf])

,

(

)

,

(

1

1

y

x

，Qe

y

x

P

，则
[image: image58.wmf])

2

,

2

(

1

1

y

y

x

x

N

-

-

.
[image: image59.wmf]Q


[image: image60.wmf]N

在直线
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联解①②得
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在双曲线
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，化简整理得：
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的轨迹方程.
【策略4】代入法（相关点法）：如果动点P的运动是由另外某一点P'的运动引发的，而该点的运动规律已知，（该点坐标满足某已知曲线方程），则可以设出P（x，y），用（x，y）表示出相关点P'的坐标，然后把P'的坐标代入已知曲线方程，即可得到动点P的轨迹方程。
练习

1.一动圆与圆
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的轨迹方程，并说明它是什么样的曲线。
【解析】设动圆圆心为
[image: image75.wmf](,)
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，设已知圆的圆心分别为
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将①②两式的两边分别相加，得
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移项再两边分别平方得：
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所以，动圆圆心的轨迹方程是
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2.已知A、B、C是直线l上的三点，且|AB|=|BC|=6，⊙O′切直线l于点A，又过B、C作⊙O′异于l的两切线，设这两切线交于点P，求点P的轨迹方程. 

【解析】设过B、C异于l的两切线分别切⊙O′于D、E两点， 两切线交于点P.

由切线的性质知：|BA|=|BD|，|PD|=|PE|，|CA|=|CE|，

故|PB|+|PC|=|BD|+|PD|+|PC|=|BA|+|PE|+|PC|=|BA|+|CE|=|AB|+|CA|=6+12=18＞6=|BC|，

故由椭圆定义知，点P的轨迹是以B、C为两焦点的椭圆， 

以l所在的直线为x轴，以BC的中点为原点，建立坐标系，

可求得动点P的轨迹方程为：
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3.已知点
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【解析】
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4.双曲线的两焦点分别是
[image: image108.wmf]1

F

、
[image: image109.wmf]2

F

，其中
[image: image110.wmf]1

F

是抛物线
[image: image111.wmf]1

)

1

(

4

1

2

+

+

-

=

x

y

的焦点，两点A（-3，2）、B（1，2）都在该双曲线上．

　  （1）求点
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 与
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故
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[image: image134.wmf]1
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，除去两点（-1，0）、（-1，4）
5.设点A和B为抛物线 y2=4px(p＞0)上原点以外的两个动点，已知OA⊥OB，OM⊥AB，求点M的轨迹方程，并说明它表示什么曲线。
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【解析】解法一
  设A(x1,y1),B(x2,y2),M(x,y) (x≠0) ，直线AB的方程为x=my+a
由OM⊥AB，得m=－
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所以y1y2=－4pa, x1x2=
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所以，由OA⊥OB，得x1x2 =－y1y2，  所以
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故x=my+4p,用m=－
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代入，得x2+y2－4px=0(x≠0)
故动点M的轨迹方程为x2+y2－4px=0(x≠0)，它表示以(2p,0)为圆心，以2p为半径的圆，去掉坐标原点[image: image141.emf]�新疆�源头学子小屋�特级教师�王新敞�
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解法二
  设OA的方程为
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由OM⊥AB，得M在以ON为直径的圆上（O点除外）
故动点M的轨迹方程为x2+y2－4px=0(x≠0)，它表示以(2p,0)为圆心，以2p为半径的圆，去掉坐标原点[image: image149.emf]�新疆�源头学子小屋�特级教师�王新敞�
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解法三
  设M(x,y) (x≠ 0)，OA的方程为
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由OM⊥AB，得 ： M既在以OA为直径的圆： 
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又在以OB为直径的圆[image: image156.emf]�新疆�王新敞�特级教师�源头学子小屋�

http://www.xjktyg.com/wxc/

�

wxckt@126.com

�

wxckt@126.com

�

http://www.xjktyg.com/wxc/

�源头学子小屋�特级教师�王新敞�新疆

  
[image: image157.wmf]222

220

xypkxpky

+-+=

……②上（O点除外），
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故动点M的轨迹方程为x2+y2－4px=0(x≠0)，它表示以(2p,0)为圆心，以2p为半径的圆，去掉坐标原点
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【解析】设
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已知点
[image: image176.wmf]P

在双曲线上，将上面结果代入已知曲线方程，有
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即所求重心
[image: image178.wmf]M

的轨迹方程为：
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【问题2】解几中，求解隐圆问题的常用思想与策略有哪些？

试题1已知圆C：(x－3)2＋(y－4)2＝1和两点A(－m,0)，B(m,0)，且m>0.若圆C上存在一点P，使得∠APB＝90°，则m的最大值是(　　)

A．7  B．6  C．5  D．4

答案　B

解析　如图所示，圆C：(x－3)2＋(y－4)2＝1的半径为1，|OC|＝5，所以圆C上的点到点O距离的最大值为6，最小值为4，由∠APB＝90°可得，以AB为直径的圆和圆C有交点，连接OP，故|PO|＝eq \f(1,2)|AB|＝m，故4≤m≤6.所以m的最大值是6.

[image: image180.png]










【策略1】利用圆的定义或圆的几何性质确定隐圆．

试题2在平面直角坐标系xOy中，圆x2＋y2＝1交x轴于A，B两点，且点A在点B的左侧，若直线x＋eq \r(3)y＋m＝0上存在点P，使得|PA|＝2|PB|，则m的取值范围为________．

答案　eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(13,3)，1))
解析　由题意得A(－1,0)，B(1,0)，设P(x，y)，

则由|PA|＝2|PB|，得

eq \r(x＋12＋y2)＝2eq \r(x－12＋y2)，

即eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x－\f(5,3)))2＋y2＝eq \f(16,9)，

因此圆eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x－\f(5,3)))2＋y2＝eq \f(16,9)与直线x＋eq \r(3)y＋m＝0有交点，即
[image: image181.wmf]5
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 ≤eq \f(4,3)，解得－eq \f(13,3)≤m≤1.

故m的取值范围为eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(13,3)，1)).
【策略2】在平面上给定相异两点A，B，设点P在同一平面上且满足|PA|＝λ|PB|，当λ>0且λ≠1时，点P的轨迹是个圆，这个圆我们称作阿波罗尼斯圆．

试题3在平面直角坐标系xOy中，点A(－12,0)，B(0,6)，点P在圆O：x2＋y2＝50上，若eq \o(PA,\s\up6(→))·eq \o(PB,\s\up6(→))≤20，则点P的横坐标的取值范围是(　　)

A．[0，eq \r(2)]  
B．[－5eq \r(2)，1]

C．[－eq \r(2)，eq \r(2)]  
D．[－2,0]

答案　B

解析　设P(x，y)，由eq \o(PA,\s\up6(→))·eq \o(PB,\s\up6(→))≤20可得

(x＋6)2＋(y－3)2≤65，

则点P为圆O在圆(x＋6)2＋(y－3)2＝65内部及其上的点，

联立eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x2＋y2＝50，,x2＋y2＋12x－6y＝20，))解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝1，,y＝7))或eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝－5，,y＝－5.))
结合图形(图略)可知－5eq \r(2)≤x≤1.
【策略3】两定点A，B，动点P满足eq \o(PA,\s\up6(→))·eq \o(PB,\s\up6(→))＝λ，确定隐圆．

试题4 在平面直角坐标系xOy中，已知圆C：(x－a)2＋(y－a＋2)2＝1，点A(0,2)，若圆C上存在点M，满足|MA|2＋|MO|2＝10，则实数a的取值范围是________．

答案　[0,3]

解析　设M(x，y)，由|MA|2＋|MO|2＝10，

可得x2＋(y－1)2＝4，

∴M点在圆x2＋(y－1)2＝4上，

故圆x2＋(y－1)2＝4和圆(x－a)2＋(y－a＋2)2＝1相交或相切，∴1≤eq \r(a2＋a－32)≤3，∴0≤a≤3.

【策略4】两定点A，B，动点P满足|PA|2＋|PB|2是定值，确定隐圆．
练习：

1．已知圆O：x2＋y2＝1，圆M：(x－a)2＋(y－2)2＝2.若圆M上存在点P，过点P作圆O的两条切线，切点为A，B，使得PA⊥PB，则实数a的取值范围为(　　)

A．[0，eq \r(2)]  
B．[－5eq \r(2)，1]

C．[－eq \r(2)，eq \r(2)]  
D．[－2,2]

答案　D

解析　由题意可知四边形PAOB为正方形，|OP|＝eq \r(2)，

∴点P在以O为圆心，以eq \r(2)为半径的圆上，

又P也在圆M上，∴|OM|≤2eq \r(2)，

∴a2＋4≤8，∴－2≤a≤2.
2．已知圆O：x2＋y2＝5，A，B为圆O上的两个动点，且|AB|＝2，M为弦AB的中点，C(2eq \r(2)，a)，D(2eq \r(2)，a＋2)．当A，B在圆O上运动时，始终有∠CMD为锐角，则实数a的取值范围为__________________．

答案　(－∞，－2)∪(0，＋∞)

解析　由题意得|OM|＝eq \r(5－1)＝2，所以点M在以O为圆心，半径为2的圆上．设CD的中点为N，则N(2eq \r(2)，a＋1)，且|CD|＝2.因为当A，B在圆O上运动时，始终有∠CMD为锐角，所以以O为圆心，半径为2的圆与以N(2eq \r(2)，a＋1)为圆心，半径为1的圆外离，所以eq \r(2\r(2)2＋a＋12)>3，整理得(a＋1)2>1，解得a<－2或a>0，所以实数a的取值范围为(－∞，－2)∪(0，＋∞)．
3．已知圆C：(x－2)2＋y2＝2，直线l：y＝k(x＋2)与x轴交于点A，过l上一点P作圆C的切线，切点为T，若|PA|＝eq \r(2)|PT|，则实数k的取值范围是______________．

答案　eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(3\r(7),7)，\f(3\r(7),7)))
解析　由题意知A(－2,0)，C(2,0)，设P(x，y)，

则由|PA|＝eq \r(2)|PT|，得|PA|2＝2|PT|2＝2(|PC|2－2)，

故(x＋2)2＋y2＝2[(x－2)2＋y2－2]，

化简得(x－6)2＋y2＝36，

所以满足|PA|＝eq \r(2)|PT|的点P在以(6,0)为圆心，6为半径的圆上，

由题意知，直线y＝k(x＋2)与圆(x－6)2＋y2＝36有公共点，所以d＝eq \f(|8k|,\r(k2＋1))≤6，解得－eq \f(3\r(7),7)≤k≤eq \f(3\r(7),7).
4.已知等边三角形ABC的边长为2，点P在线段AC上，若满足eq \o(PA,\s\up6(→))·eq \o(PB,\s\up6(→))－2λ＋1＝0的点P恰有两个，则实数λ的取值范围是________．

答案　eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(3,8)，\f(1,2)))
解析　如图，以AB的中点O为坐标原点，AB所在的直线为x轴，OC所在的直线为y轴，建立平面直角坐标系，则A(－1,0)，B(1,0)，设P(x，y)，则eq \o(PA,\s\up6(→))·eq \o(PB,\s\up6(→))－2λ＋1＝0，即为(－1－x)(1－x)＋y2－2λ＋1＝0，化简得x2＋y2＝2λ(λ>0)，故所有满足eq \o(PA,\s\up6(→))·eq \o(PB,\s\up6(→))－2λ＋1＝0的点P在以O为圆心，eq \r(2λ)为半径的圆上．过点O作OM⊥AC，垂足为点M，由题意知，线段AC与圆x2＋y2＝2λ有两个交点，所以|OM|<eq \r(2λ)≤|OA|，即eq \f(\r(3),2)<eq \r(2λ)≤1，解得eq \f(3,8)<λ≤eq \f(1,2).
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【问题3】解几中，应用轨迹思想解决问题的策略有哪些？

试题1如图，圆
[image: image183.wmf]C

与
[image: image184.wmf]x

轴相切于点
[image: image185.wmf](1,0)

T

，与
[image: image186.wmf]y

轴正半轴交于两点
[image: image187.wmf],

AB

（B在A的上方），且
[image: image188.wmf]2
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．

（Ⅰ）圆
[image: image189.wmf]C

的标准方程为          ；（Ⅱ）过点
[image: image190.wmf]A

任作一条直线与圆
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两点，下列三个结论：①
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②
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其中正确结论的序号是     .（写出所有正确结论的序号）

【解析】（Ⅰ）易知半径
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（Ⅱ）方法一：
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因为圆心
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又因为
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所以：
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同理：
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所以：①、②、③正确

方法一可以改进为：
设
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同理
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这里的第（Ⅰ）问并不很难,只要考生有一定平面几何基础既能轻易解出.但第（Ⅱ）问有难度.这是因为当圆
[image: image224.wmf]O

的弦MN绕定点A旋转时,各有关线段的长度都在变化,从而相应线段的比值也就难于确定，方法一运算量较大。可是,如果你懂得阿波罗圆,且能看出图中的圆
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正是一例阿波罗圆,则其解法同样是轻而易举的. 
方法二:
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如上图所示, 在（Ⅰ）的基础上易得
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所以：圆O是[image: image236.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




以[image: image237.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




A,B为两定点,且比值为
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的阿波罗尼斯圆,
故：
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因此： ①，②，③3个结论都成立.

【策略1】动中求轨——用运动与静止的观点分析题中的点，首先考虑将哪些点看成是静止的点，再将其余的点看成是动点，并分析动点的轨迹点动成线，将动点的研究转化为对轨迹的研究，这就是轨迹思想的应用.
练习

1.若
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的最大值为          .

【解析】解法一： 利用余弦定理和函数的最值问题处理
设
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所以：当
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该方法从余弦定理入手，虽然入手简单，但计算量较大，得分率不高.
解法二： 建[image: image251.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




立平面直角坐标系处理最值问题
以
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中点为原点，直线
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轴建立平面直角坐标系，则
[image: image255.wmf]），

，

（

0

1

-

A
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整理得：
[image: image260.wmf]8

8

3

1

6

2

2

2

£

+

-

-

=

-

+

-

=

）

（

x

x

x

y

，∴
[image: image261.wmf]2

2

£

y

，

则
[image: image262.wmf]2

2

2

2

1

£

×

´

=

D

y

S

ABC

，所以
[image: image263.wmf]ABC

S

D

的最大值是
[image: image264.wmf]2

2

．

解法三： 利用阿波罗尼斯圆
显然这是一例阿波罗尼斯圆，建立如图的直角坐标系，则
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的轨迹是一个阿波罗尼斯圆，计算得方程：
[image: image269.wmf](

)

2

2

38

xy

-+=

，
设圆心为
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评注：既然
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存在，说明其轨迹不包括与
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正是阿氏圆的直径，于是“阿波罗尼斯圆”在我国又被称为“内外圆”．因此该题又有如下的简洁解法：
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